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Компланарные точки либрации в обобщенной
ограниченной круговой задаче трех тел
В.В.Белецкий, А.В.Родников
Изучаются стационарные движения материальной точки в окрестности динамически
симметричного прецессирующего твердого тела, гравитационное поле которого моделиру-
ется как поле тяготения двух центров. Уравнения движения такой материальной точки
записываются как двухпараметрическое обобщение уравнений ограниченной круговой за-
дачи трех тел (ОКЗ3Т). Исследуется существование и определяется количество относи-
тельных равновесий материальной точки в плоскости, проходящей через ось динамической
симметрии твердого тела параллельно вектору его кинетического момента. Такие равнове-
сия, являющиеся аналогами эйлеровых точек либрации в ОКЗ3Т названы компланарными
точками либрации (КТЛ). Устойчивость КТЛ изучается в первом приближении в предпо-
ложении, что притягивающие центры имеют равные массы.
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1. Введение
Исследование динамики двойного астероида является одной из актуальных задач меха-
ники. Ранее в [1] была построена модель описания относительного движения такой астеро-
идной системы, основывающаяся на следующих предположениях: малая компонента двой-
ного астероида не оказывает влияния на движение большей компоненты; большая компо-
нента является динамически симметричным твердым телом; гравитационное поле большей
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компоненты есть поле тяготения двух центров. Фактически, в [1] описывается движение
материальной точки пренебрежимо малой массы в окрестности гантелевидного тела, чье
движение вокруг центра масс есть регулярная прецессия. Уравнения движения этой точки
являются двупараметрическим обобщением уравнений движения ограниченной круговой
задачи трех тел (ОКЗ3Т). В [1] отмечено, что в рассматриваемой системе существуют ста-
ционарные движения, отвечающие относительным равновесиям материальной точки в си-
стеме отсчета, связанной с осью динамической симметрии большего астероида и вектором
его кинетического момента. В [1, 2] установлено существование и исследована устойчивость
таких равновесий в случае, когда материальная точка равноудалена от притягивающих
центров. В настоящей работе исследуются равновесия другого типа, лежащие в плоскости,
проходящей через ось гантели, моделирующей больший астероид, параллельно его кине-
тическому моменту. Такие равновесия являются отдаленными аналогами эйлеровых точек
либрации (ЭТЛ) и могут быть названы компланарными точками либрации (КТЛ). В насто-
ящей работе строятся диаграммы, иллюстрирующие зависимость количества КТЛ от зна-
чений параметров задачи. Устанавливается, что в отличие от всегда неустойчивых ЭТЛ,
КТЛ могут быть как устойчивыми, так и неустойчивыми.
2. Уравнения для вычисления координат КТЛ
Следуя [1], рассмотрим в качестве модели большего астероида гантель, состоящую
из двух однородных шаров с массами m1 и m2 (m2  m1) и центрами O1 и O2 (O1O2 =
= l), соединенных невесомым стержнем. В соответствии со сделанными предположениями,
гантель совершает регулярную прецессию вокруг оси Oz, направленной по вектору кинети-
ческого момента (O — центр масс гантели) с углом нутации ϑ (0  ϑ  π/2) (рис. 1). Введем
вращающуюся с угловой скоростью ω правую декартову систему координат Oxyz так, что-
бы ось гантели лежала в плоскости Oxz и координаты точки O2 были неотрицательны.
Из уравнений движения, выписанных в [1], после некоторых преобразований следует, что
если ϑ = 0, π/2 (наклонная гантель) точка m0 исчезающее малой массы будет находиться
в равновесии в плоскости Oxz, если
ξ21 −
2ξ1
1− Φ +
(
ζ21 −
2ζ1
1− Φ
)
ctg2 ϑ + 1
(1− Φ) sin2 ϑ = 0, (2.1)
α =
(μ− ξ1)(1− ζ1)(ξ21 sin2 ϑ + ζ21 cos2 ϑ)3/2
(1− μ)(ζ1 − ξ1)
, (2.2)
где безразмерные переменные ξ1 и ζ1 связаны с координатами материальной точки m0
соотношениями ζ1 = z/(l cos ϑ) + μ, ξ1 = x/(l sinϑ) + μ, μ = m2/(m1 + m2), 0 < μ  1/2,
α = G(m1 + m2)/(ω3l3), α > 0, G — гравитационная постоянная,
Φ =
(
μ(1− ζ1)
ζ1(1− μ)
)2/3
.
Заметим, что 0 < ζ1 < 1, так как КТЛ не могут находиться вне полосы, ограниченной пря-
мыми, проходящими через O1 и O2 параллельно Ox. Уравнение (2.1) является квадратным
уравнением относительно ξ1 с коэффициентами, не зависящими от α. Подставляя его корни
в (2.2), получим уравнения для координаты ζ1 КТЛ в виде
α = f1,2(ζ1;ϑ, μ). (2.3)
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Рис. 1.
Если ϑ = π/2 (горизонтальная гантель), КТЛ могут лежать только на Ox, причем
α =
(ξ1 − μ)(1 − ξ1)2ξ21
(1− μ)(1 − ξ1)2sign ξ1 − μξ21sign (1− ξ1)
. (2.4)
Если ϑ = 0 (вертикальная гантель), удобнее использовать координату z и переменную
ρ — расстояние от КТЛ до Oz. В этом случае при ρ = 0 справедливы равенства
ξ =
ρ
l
=
√
ζ21Φ− (1− ζ1)2
1− Φ , α = ζ1(1− ζ1)
(
2ζ1 − 1
((1− μ)ζ1)2/3 − ((1− ζ1)μ)2/3
)3/2
. (2.5)
3. Диаграммы количества КТЛ в зависимости от значений
параметров
Количество КТЛ для соответствующих значений параметров α, μ, θ равно количеству
корней уравнений (2.3), (2.4) или (2.5). Так, правая часть (2.4) является знакопеременной
монотонной функцией переменной ξ1 на каждом из промежутков (−∞; 0), (0; 1) и (1;∞). По-
этому для горизонтальной гантели, как и в классической ОКЗ3Т, существуют ровно три КТЛ.
В случае вертикальной гантели существует одна изолированная КТЛ, лежащая на оси
гантели, для которой ζ1 =
√
1− μ/ (√1− μ +√μ) и от 1 до 3 окружностей, перпендикуляр-
ных Oz c центрами на этой оси, целиком состоящих из точек либрации, каждая из которых
может быть названа КТЛ при соответствующем выборе оси Ox. Количество таких окруж-
ностей (фактически являющихся стационарными орбитами — CO) определяется экстрему-
мами функции, стоящей в правой части второго из равенств (2.5) на промежутке 0 < ζ1 < 1,
и значениями этой функции в крайних точках ее области определения. Так, для значений
μ и α из области I существует 1 CO, в области II — 2 CO, в области III — 3 CO (см. рис. 2).
Кривым AC и BC отвечают 2 СО, кривой CD — 1 СО. Уравнение кривой BCD имеет вид
α =
√
μ(1− μ)(
1 + 2
√
μ(1− μ)
)2 . (3.1)
Кривая AC была определена численно. Характерные точки имеют следующие координаты:
A(1/2; 3
√
3/8), B(1/2; 1/8), C(1/2 −√3/4; 1/9), D(0; 0).
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Рис. 2.
В общем случае наклонной гантели количество КТЛ определяется экстремумами пра-
вых частей (2.2) на интервале 0 < ζ1 < 1. Результаты анализа этих экстремумов представим
в виде диаграмм в плоскостях μ = const. Диаграмма количества КТЛ для μ = 1/2, получен-
ная несколько отличным от излагаемого способом, была построена в [3]. В силу симметрии,
в этом случае возможно только нечетное (3, 5 или 7) число КТЛ. Если же μ < 1/2, воз-
можны следующие ситуации.
1) 0.1375  μ < 1/2. В этом случае может быть от 3 до 7 КТЛ. Качественная картина
распределения областей плоскости параметров ϑ и α, соответствующих различному коли-
честву КТЛ, изображена на рисунке 3. Области, в которых существует 3, 5 или 7 КТЛ,
отмечены соответствующими цифрами. Для точек кривых EF и BF существуют 6 КТЛ,
для точек кривых EA, AC, CF и FD существует 4 КТЛ, однако в точке F существует 5
КТЛ.
Рис. 3.
2) μ ≈ 0.1375. Этот случай отличается от изображенного на рисунке 3 тем, что кривые
EA и FC касаются друг друга, т. е. одна из областей, соответствующих 5 КТЛ, разрывается
на две части, причем в точке касания оказывается 3 КТЛ.
3) 1/2 − √3/4 < μ  0.1375. Этот случай отличается от предыдущих наличием трех
областей, в точках которых существуют 5 КТЛ, и сохранением области, соответствующей
7 КТЛ, причем в точках кривых, ее ограничивающих, существуют 6 КТЛ (за исключением
точки F , в которой по-прежнему 5 КТЛ). В точках остальных «пограничных» кривых —
4 КТЛ (рис. 4).
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Рис. 4.
4) 0 < μ  1/2 −√3/4. В этом случае существуют от 3 до 5 КТЛ (рис. 5). На «погра-
ничных» кривых существуют 4 КТЛ.
Рис. 5.
На рисунках 3–5 координаты точки B определяются формулой (3.1). Отметим также,
что эти диаграммы показывают, что четное число КТЛ возможно только на некоторых
двумерных многообразиях трехмерного пространства параметров задачи.
4. Условия устойчивости КТЛ
Можно показать, что какова бы ни была КТЛ, характеристическое уравнение для ли-
неаризованных в окрестности этой точки уравнений движения имеет вид
λ6 + 2λ4 + A2λ2 + A0 = 0, (4.1)
где коэффициенты A2 и A0 зависят от параметров задачи и координат исследуемой КТЛ.
Нетрудно убедиться, что если
A0 > 0, A2 > 0, D =
(
A0
2 −
A2
3 +
8
27
)2
+
(
3A2 − 4
9
)3
< 0, (4.2)
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то кубическое уравнение x3 + 2x2 + A2x + A0 = 0 имеет три различных отрицательных
действительных корня, следовательно, (2.1) имеет три различных пары чисто мнимых кор-
ней, т. е. рассматриваемая КТЛ устойчива в первом приближении. Если же в (2.1) хотя
бы один из знаков неравенства заменить на противоположный, то хотя бы один из кор-
ней кубического уравнения либо будет действительным положительным, либо будет иметь
ненулевую мнимую часть. В этом случае (4.1) имеет хотя бы один корень с положительной
действительной частью, т. е. рассматриваемая КТЛ неустойчива.
Если гантель «вертикальна» (ϑ = 0), можно показать, что все КТЛ неустойчивы, од-
нако в ряде случаев можно говорить об устойчивости СО.
В случае «горизонтальной» (ϑ = π/2) гантели из (2.1) следует, что устойчивой мо-
жет быть только КТЛ, расположенная между O1 и O2. Область устойчивости этой точки
затемнена на рисунке 6. В случае гантели, состоящей из равных масс (μ = 1/2), при лю-
бых допустимых значениях α и μ существует «центральная» КТЛ, расположенная в гео-
метрическом центре гантели. Подставив ее координаты в (4.2), получим условия устой-
чивости этой точки. Из этих условий, в частности, следует, что центральная КТЛ мо-
жет быть устойчива, если кроме нее существуют еще только 2 другие (как будет пока-
зано ниже, неустойчивые) КТЛ. Соответствующие области устойчивости (криволинейные
треугольники BCD и FEG, наложенные на диаграмму количества КТЛ из [3]) изображе-
ны на рисунке 8. Здесь B(arccos(1/3); 1/8), C(π/2; 1/8), D(π/2; 1/9), E(arccos(1/3); 1/24),
F (arccos(
√
5/3); 1/24), G(arccos(1/
√
3); 0).
Рис. 6.
Для построения областей устойчивости для КТЛ, отличных от центральной, исклю-
чим с помощью (2.1) и (2.2) параметры α и ϑ из выражений для A0 и A2. Для некоторого
упрощения сделаем замену ξ1 = 1/2 + ξ2, ζ1 = 1/2 + ζ2, поместив тем самым центр ган-
тели в начало координат. Заметим, что в каждой из областей ξ2 > 0, ζ2 > 0 и ξ2 < 0,
ζ2 < 0 при любых допустимых значениях параметров существует по одной КТЛ. Для этих
точек A0 < 0, поэтому они неустойчивы. Отметим, что эти точки являются аналогами L2
и L3 из ОКЗ3Т (в нумерации, принятой в [4]), поэтому и в этом случае можно говорить,
что «внешние» КТЛ неустойчивы. Далее, в квадрантах ξ2 > 0, ζ2 < 0 и ξ2 < 0, ζ2 > 0
существуют 4 области устойчивости. Две из них затемнены на рисунке 7. Оставшиеся две
симметричны изображенным относительно начала координат. (На рис. 7 A(0.342,−0.407).)
Вычисляя с помощью (2.1) и (2.2) значения α и θ для точек этих четырех областей, получим
области возможной устойчивости КТЛ в плоскости параметров θ и α (на рис. 8 это AFG
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Рис. 7.
и OHPQ; точке A на рис. 7 соответствует точка A(0.458; 0.046) на рис. 8). Можно показать,
что в каждой точке построенных таким образом областей существуют ровно две устойчивые
симметричные относительно центра гантели КТЛ. Таким образом, во внутренних точках
криволинейных треугольников BCD и FEG существует одна устойчивая (центральная)
и две неустойчивые КТЛ, в криволинейных треугольниках AFG и OHQ — 2 устойчивые
и 3 неустойчивые КТЛ, в QPH — 2 устойчивые и 5 неустойчивых КТЛ, во внутренних
точках остальных областей устойчивых КТЛ нет. Неупомянутые выше точки на рисунке 8
имеют следующие координаты: H(0; 1/8), P (0; 3
√
3/8), Q(0.07; 0.012), S(0.626; 0.0607). Каж-
дая из областей на этом рисунке помечена так: количество устойчивых КТЛ+ количество
неустойчивых КТЛ.
Рис. 8.
Выводы
В настоящей работе в рамках сформулированной в [1] обобщенной ограниченной круго-
вой задачи трех тел исследованы относительные равновесия точки бесконечно малой массы,
лежащие в плоскости, образованной вектором кинетического момента и осью динамической
симметрии прецессирующего твердого тела, моделируемого как гантель. Показано, что ко-
личество таких равновесий, названных компланарными точками либрации (КТЛ), в зависи-
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мости от значений параметров системы может меняться от 3 до 7, причем четное количество
КТЛ возможно только на некоторых двумерных многообразиях трехмерного пространства
параметров. Построены диаграммы количества КТЛ в виде набора двумерных сечений
пространства параметров, образованных фиксированием значения одного из параметров.
В случае, когда твердое тело моделируется гантелью, образованной равными массами, ис-
следована (в первом приближении) устойчивость КТЛ. Показано, что аналоги «внешних»
точек либрации неустойчивы, в то время как общее количество устойчивых КТЛ может
быть равно только 1 или 2, причем одна устойчивая КТЛ возможна только при условии,
что общее количество КТЛ равно трем. Построены соответствующие области устойчивости.
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Coplanar Libration Points in the Generalized Restricted Circular Problem of
Three Bodies
Vladimir V.Beletsky1, AlexanderV.Rodnikov2
1M.V.Keldysh Institute for Applied Mathematics, Russian Academy of Sciences
Miusskaya sq. 4, Moscow, 125047, Russia
2N. E.Bauman Moscow State Technical University
2-nd Baumanskaya st. 5, Moscow, 105005, Russia
1beletsky@keldysh.ru, 2springer@inbox.ru
A particle steady motions in vicinity of dynamically symmetric precessing rigid body are studied
in assumption that the body gravitational ﬁeld is modeled as two centers gravitational ﬁeld.
The particle motion equations are written as two-parametric generalization for equations of
Restricted Circular Problem of Three Bodies (RCP3B). Existence and number of the particle
relative equilibria in the plane passing through the body axis of dynamical symmetry and through
the vector of angular momentum are established. These equilibria called Coplanar Libration
Points (CLP) are analogs of Eulerian Libration Points in RCP3B. Stability of CLP is studied for
the ﬁrst approximation in assumption that attracting centers have equal masses.
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